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OPTIMIZACION

Problema presente en todas las areas de la ingenieria

“Encontrar la mejor solucion a un problema dado”
Cuando :

*Existen muchas soluciones (infinitas)

[as soluciones pueden ser continuas o discretas

* El conjunto solucion puede estar restringido fisicamente
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. Cual es la caracteristica principal de los problemas de
optimizacion?

. . Costo total
Caracteristica principal
Hay una relacion entre las p—
variables y el objetivo. pHmo

Hay que identificar estos
compromisos antes de
desarrollar los modelos
matematicos.

Costes energia

Costes producto (-valor) [ JE

Hay que entender el problema
cualitativamente antes de (alta) Pureza producto (baja)
resolverlo cuantitativamente.
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INTRODUCCION

Quién hace optimizacion?

i  Programacion matematica
Matematica ., . N .
aplicada Gestion de Investigacion operativa

Incluye estadistica, modelado, etc.

e Optimizacion aplicada

Todas las areas de ingenieria

Ingenieria d¢ Ingenieria
software quimica * Planificacion y logistica
Gestion de la cadena de suministro,
Y muchos mas! gestion de recursos.
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ORIENTACIONES DE LA OPTIMIZACION

‘MATEMATICA : Orientado hacia la formulacion de

problemas y sus propiedades, los algoritmos, convergencia,
robustez, existencia de soluciones

‘NUMERICA: proposicion y propiedades de los algoritmos
desde un punto de vista practico, orientado a la rapidez,
exactitud y estabilidad de los cddigos computacionales.

 INGENIERIA: Aplicacion los meétodos de optimizacion
para la solucion de problemas reales, factibilidad de las
soluciones, implementaciones a nivel de usuario.
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En ingenieria de procesos la optimizacion es parte de los
denominados PSE ( Sistemas de Ingenieria de Procesos) junto
a modelacion, simulacion y control de procesos.

La optimizacion en Ingenieria de procesos ha evolucionado
desde la formulacion de problemas como ejercicio académico
y la solucion analitica de problemas simples, hace unas
decadas atras, hasta hoy en dia, donde un gran conjunto de
problemas practicos pueden ser solucionados efectivamente
gracias al desarrollo de t€cnicas numéricas de solucion y a la
potencia de calculo de los computadores.
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PROBLEMAS TIPICOS RESUELTOS POR TECNICAS DE OPTIMIZACION

*Disefio de equipos *Estimacion de Parametros

*Diseno optimo de procesos *Seleccion y posicionamiento de sensores

*Formulacion de compuestos Mezclas de productos
*Optimizacion operacional

*Schedulling y planificacion

*Plantas multipropdsito

*Cadena de suministro y stocks

Integracion energetica

*Algoritmos de control

*Sintonia de controladores

*Reconciliacion y deteccion de
CITrores
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Ejemplo : Diseno de equipos

Operation
Inputs Ttray
Xf i | Freﬂux
F Freboil .
Tp Tew - - Exchange iqumment
Outputs Q.ond =) ) pow
P ‘ ? Qreboil N
X . tubes
D Equipment
Xg NT, NF, ..
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Ejemplo : Operacion de equipos

=)
Inputs b
Xp F, T ‘ Operation
Tows Few Outputs
Freﬂux ‘ ‘ P
Freboit XD
Equip. | ?E XB
NT, NF
A, Niubess o
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Ejemplo : Estimacion de modelos y

parametros

. - ; Sintesis de modelos
Diseno experimental |:>

Max informacion

o el R ) A—>B

- E,/RT
kye C,

— ]/' —
A - E,/RT
S <
F—
Min errores|
Max (informacion) e sum cuadrados

Min (incerteza)
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Estructura de modelos E>

Evaluacion
Est. de
parametros
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Logistica /Cadena de suministros

Mat primas

Centros de consumo

Almacen

Inventarios

Modelacion y Simulacion de Procesos — OPTIMIZACION DE PROCESOS

Francisco Cubillos




Ejemplo : Matriz generacion eléctrica
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EL PROBLEMA Y SU SOLUCION

.« o .r Es importante ver los

J del modelo en la solucio

2
FORMULACION /h

l

Utilitarios / propios

De sencillo a
muy complejo

Método de
resolucion — Solucion
y software I

Decisiones
a tomar

» modelo

e e - e e e e e e e e e = - -

La formulacion y el método de resolucion permiten la solucion
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ELEMENTOS DE UN PROBLEMA DE OPTIMIZACION

En un problema de optimizacion distinguimos los siguientes
clementos:

Funcion Objetivo : F.O: Es la formulacion de 1a medida de lo
“bueno” (optimo) de la solucion. Ej:

»Inversion, Costo total, Retorno economico, Costo unitario

»Produccion, Rendimiento Tiempo de procesamiento

», Volumen equipo

La funcion objetivo se puede maximizar, minimizar, ser nula o
simplemente no existir.
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*Variables de Decision X.Y : Corresponden a las variables
independientes del problema, es decir el objetivo de un
problema de optimizacion es encontrar el conjunto de
variables de decision (X*,Y*) que optimizan la funcion
objetivo. Luego

Por convencion X son variables continuas ( reales) € Y son
variables discretas (0,1; V,F)

*Restricciones o limites (Bounds) : Corresponden a las
restricciones fisicas o practicas del problemas puestas como
ecuaciones de 1gualdad, desigualdad, exclusion o inclusion.

Ejemplo, Modelos y ecuaciones del proceso, balances,
restricciones y limites operacionales, estados 16gicos.
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Espacio Factible:

Es la region encerrada entre las restricciones y la funcion
objetivo.

S1 la solucion de un problema esta en esta region se dice
que la solucion es Factible. Si la solucion esta fuera de
esta region se dice que es una solucion Infactible
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FORMA ESTANDAR DE UN PROBLEMA DE OPTIMIZACION

min f(l’, }})
st h(x,y)=0

gx,y)s 0
ye R™ ye {0: 1}}?_}.-

Donde f: Funcion Objetivo, A: restricciones de igualdad,
g: Restricciones de desigualdad,

x; Variables reales, y: Variables enteras
Notar que max f'= min (-f)
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Opt Var2

Opt Varl N\ \ Opt Varl
Rest: g(X,y)
h(x,y)
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Ejemplo simple: Encontrar la relacion entre L y D en un
estanque cilindrico de volumen V que haga minimo el
costo en materiales

Min | Cr

+
£3
S
-
-

|
C
Q
78

st. V- - =

Dos variables continuas (L,D), restriccion V

Se puede reemplazar la restriccion en la FO para
eliminar L quedando solo con la variable D.

(problema sin restricciones)
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CLASIFICACION DE LOS METODOS DE OPTIMIZACION

DETERMINISTICOS ESTOCASTICOS

En base a técnicas de Técnicas aleatorias de

calculo numérico busqueda simple o

. Heuristica
Requieren modelos

matematicos robustos Modelos mas generales

Se conoce la tolerancia Problemas con el manejo
de la solucion de restricciones

Siempre dan el mismo No garantizan tolerancia en
resultado solucion y resultados
variables en un mismo caso

Optimo Global
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Optimo global, Optimos locales :

Un problema de optimacion puede tener varias sub-
soluciones optimas Optimos locales, La mejor de ellas es

el Optimo Global

F(X1, X2) = 1.5*X12 - x22

150
100 | -

50 - -\

F(X1, X2)

-7 |
50 -~ !
|

400 -7 e
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CLASIFICACION SEGUN EL TIPO DE PROBLEMA

Segun el tipo de Funcion Objetivo y las restricciones, los
problemas se clasifican en :

SIN RESTRICCIONES CON RESTRICCIONES

De acuerdo a la forma matematica del problema:
*LLP (Linear Programming): FO y restricciones lineales

*NLP (Non linear Programming) FO y/o restricciones no-
lineales

« MILP (Mixer Integer LP) LP entera mixta
*MINLP( Mixer Integer NLP) LP entera mixto
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Principales categorias de optimizacion

Stochastic

Nonlinear | - ' ~—= - S e
Mm"s | 3! s | 'II. ] :.. U
4l ¥ . 2 s i ' e "I

g

Uniconstraimed 5

Continnons
~

Optimization

, _ . Ajustar el método al problema , .
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Problemas tipicos en IP asociados al tipo de optimizacion

MILP MINLP Global LP.QP NLP SAGA
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En la teoria del analisis numérico, el optimo esta relacionado con
la derivada de la funcion:

Optimo f(x)=0

AL NSl A ™

(1) = o
e no suficiente ;

Modelacion y Simulacion de Procesos — OPTIMIZACION DE PROCESOS Francisco Cubillos



Aca {(X) no es continua, f’(X) no existe sin embargo
existe un optimo.

“ s1no existe f* entonces podria ser un punto optimo”
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Maximo Relativo Minimo Relativo

También es necesario saber si estamos en presencia de
un minimo o un maximo.
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La segunda derivada nos da un criterio para saber si €s maximo o
minimo

Sea “¢” un numero critico de una funcién en la cual f'(c)=0 vy fexiste para todos los valores de x
en algin intervalo abierto que contenga a “c”. Entonces si f''(c) existe y,

£ Si f''(e¢)<0. f tiene un valor maximo relativo en “c”.
# Si f'(c)>=0, f tiene un valor minimo relativo en “c”.

Notese que si f''(c)=0 nada puede concluirse.
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Optimizacion Multivariable

Con mas de una variable (X1,X2..) definimos el gradiente y

la hessiana segun :

[ & | .
‘Ff=l T | es el gradiente y.

o'f of o' f
ox; Ox,0x, X, 0x,
wel Sl L
cx,0x; 07X,
of of o"f
cx,0x;  Ox,0x, ox;
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CONDICION NECESARIA Y SUFICIENTE
PARA OPTIMO LOCAL

Vi(x, .x;, .....x, )=0 &
H(x, .x, ...x, )seasemi-definida positiva
donde

v =L =2

ox. & J ox,0x

Modelacion y Simulacion de Procesos — OPTIMIZACION DE PROCESOS Francisco Cubillos



Sea D una matriz simetrica de n = n definida positiva (negativa). Entonces:

a) D™ existe
b) D™ es definida positiva (negativa)
¢c) AD A" es semidefinida positiva (negativa) para cualquier matriz 4Am = n.

Autovalores

Sea r:_;r(.ﬂ = 1 'Dx una forma cuadratica. con D matriz simefrica. Sean 2q. As.... A, l0s n autovalores de
la matriz D. Entonces:
a) ¢lx) es definida positiva si y solo si ;=0 7 i.

b) ¢(¥) es definida negativa si y s6lo siA; <0 ¥ i.

¢) glx) es semidefinida positiva si y sé6lo 2; = 0 ¥ i. siendo al menos un ;= 0.
d) glx) es semidefinida negativa si y sélo 7; < 0 ¥ i. siendo al menos un ri=0.
e) ¢(x) es indefinida si v solo si algin /., = 0 v algiin 4, < 0.

det(A- A1) =0
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Autovalores son positivos o negativos : EIl minimo o
maximo puede estar en cualquier region del espacio
factible. H Definida

X2 F(XI,32) = X12 + 302

F(XI1, X2)
S ¥} L o —_ o w IS w
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Un autovalor es cero y el otro +/- :El minimo
0 maximo esta en una interseccion del espacio
factible. H Semi-definida - Curvatura cero

F(XI, X2) = 5*X12

F(X1, X2)

Caso especial del problema LP
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Un autovalor es + y el otro - : H es indefinida

Punto de silla

F(X1, X2) = 1.5*X12 - X22
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Teorema: Cualquier forma cuadratica semidefinida positiva (X )= x"Dx donde D es simétrica. es
una funcion convexa en todo E”. Si es definida positiva es estrictamente convexa.

Teorema: Cualquier forma cuadratica semidefinida negativa (X )= x"Dx donde D es simétrica. es
una funcion concava en todo E". Si es definida negativa es estrictamente céncava.

Teorema: Sea f(x) una funcién € C* (segundas derivadas parciales existen y son continuas).
Entonces f(X) es concava (convexa) sobre una region R en E” si y s6lo si su Hessiano es definido o
semi definido negativo (positivo) para toda X de la region R.
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OPTIMO LOCAL O GLOBAL ?22??

La propiedad de convexidad del problema nos da la
respuesta .

Definicion: Un conjunto X' en E” [R” ) es convexo si v solo si para dos puntos cualquiera x; y X,
en X'y cualquier valor escalar o <A <1, el punto X = A%, + (1 — A)¥, también esta dentro de Y.

D

Convexo No Convexo

Ej. Una esfera, un triangulo, el espacio R", una linea recta y un punto son conjuntos convexos. Un
hiperplano tambien es un conjunto convexo.

Modelacion y Simulacion de Procesos — OPTIMIZACION DE PROCESOS Francisco Cubillos



Definicion: Una funcion escalar f(x) es una funcién convexa definida sobre un conjunto convexo
Xen E" si para dos puntos cualquiera ¥, v X, en X .

SJAX, + (1 - A )X, )= Af (X, )+ (1 - A)f(x,) donde 0= A =1

AC =Af(a)+(1-A)r(b)
BC = f(Aa+(1-A)b)
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*Cualquier minimo local de una funcion convexa (sobre una region
irrestricta) es un minimo global !

*Una funcion es convexa si su matriz hesiana es positiva definida

f(x) es H(x) es XTH(x)x Autovalores

estricta positiva >() >()

convexa definida

Convexa positiva semi  >=— >=
definida

estricta negativa <0 <0

concava definida

Concava negativa <=() <=()

semi1 definida
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EJEMPLO 1 FUNCIONES

4 3| =1, L=7
-3 4

— 2_ 2

2 1 l,=14+v2,1,=1-2

v

f(X)=X{%+XXo+2X,+4

1 O 22
f(x)=2x,-3x+6 ~ . 100 ,=0,1,=0 convexay
0 O concava
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EJEMPLO 2 unaregion

R1: -X{24X,>=1 94 (X)=-X42+X-1>=0

R2 : X1 -X2>=-2 gZ(X)=X1 'X2+2>=O

-2 0 convexa

0 O

0O O convexa y
0 0 céncava
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SOLUCION MEDIANTE TECNICAS NUMERICAS

La mayoria de los problemas practicos de optimizacion
resultan ser de tipo no lineal (NLP)

Métodos para NLP

Los métodos de solucion para un problema NLP
multivariable se basan en buscar sucesivamente el punto
optimo a partir de un valor 1nicial Xo. Las condiciones de
optimalidad pueden ser aproximadas en un intervalo
mediante serie de Taylor para dar:

0=Viix) = Viix*) + Vx5 (x - x¥)
= (x-x9) =d = - (Vfi)" Vi)
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A la solucion recursiva de esta ecuacion se le llama “Método de
Newton” que requiere el calculo del gradiente y la hessiana.

0. Guess x’, Evaluate f{x?).

1. Atx* evaluate Vfix*).

2. Evaluate B* = VZf{x*) or an approximation.
Solve: B¥d=-Vf{x¥)

If convergence error 1s less than tolerance:
e.g.. || Viix*) || <eand ||d|| <& STOP. else go to 4.

Lad

4. Find o so that 0 < o < 1 and fix* + e d) < fix")
sufficiently (Each trial requires evaluation of f{x))

! =x*+ od Setk=k+1Gotol.

N
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Ejemplo

Representative Problem (Hughes, 1981)

Min fix, x,) = aexp(-f)
u=x;-08

v=2x,-(a; +ayu’ (I-u)?-a;u)
a=-b, + by’ (1+u)!?+b,u
B=c, v (l-c,v)/(1+c;u’)

a=1[03.0.6.0.2]

b=[5,26.3]

¢ =[40, 1, 10]

x*=10.7395,0.3144] fix* = 5.0893

01 02 03 04 05 06 07 08B 09 1 11
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M¢étodos Cuasi-Newton:
Evitan el calculo riguroso de H-!

Imponen propiedades D-P a H-!

Aproximacion de H-! en cada iteracion

DFP Formula: (Davidon, Fletcher, Powell, 1958, 1964)

P e D D £

y's 6 k's)
G - -

where: 5 = xFl_yF

v = VfaFl) - Vi)
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BEGS Formula (Broyden, Fletcher, Goldfarb, Shanno, 1970-71)

T k. T nk
Blﬂ:'+1 _ Bh n Vy _ B's s B

I-‘ L] 1'!

sV sB's

6 O <56 H] G- Hses s
H + = il T W T
Vs ('s)"s)

(Bk—l )‘1 — i =
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Problema NLP con restricciones

Ming f(x)
s.t. g(x)<0
h(x)=0
Condici6n suficiente para un tnico Optimo:
f(x) debe ser convexa Y laregion factible convexa

Es decir : g(x) Convexa y h(x) lineal
(Condici6n 2° de Kuhn-Tucker)
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Contours of] ,_______d_/ |
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Condicidon necesaria ( 1° Kuhn-Tucker)

Balance de fuerzas (problema extendido irrestricto

VL (x*,u, v) = VI(x*) + Vg(x*) u + Vh(x*) v=20
- () Desigualdades en una direccion
g (x*) <0, h(x*)=0 Factibilidad

Ui gj(x*) =0  Complemento

u,v son conocidos como los “multiplicadores de
Lagrange”, Precios sombras, o variables duales.

“Variacion del optimo con respecto a las restricciones’
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Ejemplo: Encontrar las minimas dimensiones de la caja que
encierre a los 3 cuerpos circulares

Ay Variables A.B, (X1, v1), (X2,V2), (X3,¥3)

F.O: min( 2A+2B)

°0
O

®

-
-} B i X
- _ Restricciones de los cuerpos
Restricciones en la caja
|(x1 - KE)E + (3*'1 - }“'?)2 = (R; + RE)E
[Xl- Vi 2 Ry X1 = B-Ry. ¥ = A-Ry | -
2 . = 2
4X2; ¥2 2 Rz x2 =B-R2. ¥2 = A-Ro> 4(?{1 - x3)° + (3*1 - }’3) > (R1 + R3)
(3 V2 = R 3 <B-R3. V3 £ A-R | 2 2
Iu, Y3 3 X3 3. ¥3 3 |(xz ) };3)2 n (},2 ) },3) > (Ry + RB)"
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Caso Especial : Programacion lineal LP

- T
Min CX Todas las funciones son convexas,
s.t. AX<b es decir existe optimo global

Cx=d, x>0

El optimo se posiciona en K
los vertices del espacio
factible.

Método SIMPLEX busca
en los vértices
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Caso Especial 2: Programacion cuadratica QP

NM1;K+IQXFBX
AX<D
Cx=d

Problema asociado a minimos cuadrados, estimacion de
parametros, aproximacion del problema NLP ( Sequencial QP)

Este problema tiene algoritmos equivalentes a simplex en
rapidez y estabilidad. En algunos casos especiales tiene
solucion exacta.
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ALGORITMOS Y CODIGOS PARA NLP

Existen numerosos algoritmos y codigos para el problema
NLP. Los mas conocidos (usados) son:

*SQP (sequential Quadratic Programing): Problemas
pequenos

 GRG2 - CONOPT (Gradiente reducido con restitucion)
Solver de excel, GINO. Lento pero robusto.

*MINOS (Gradiente reducido sin restitucion), Problemas
grandes n>100 muchas restricciones lineales.
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SOFTWARES PARA OPTIMIZACION
Solver de Ms-Excel : Problemas diversos, usa GRG2

Optimization Toolbox de Matlab: Conjunto de programas
para optimizacion, SQP, LP, QP para ser usado en conjunto
con Matlab-Simulink.

GAMS: Compilador algebraico con rutinas para diversos
problemas de optimizacion.

NAG : Codigos en Fortran y otros programas para una
gran variedad de algoritmos.

Muchos simuladores traen asociado un optimizador en base a
alguno de estos algoritmos. (HYSY'S, ASPEN y otros)
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Recomendaciones para formular un problema de optimizacion.

*Prevenir overflows en las funciones (1/x, log, sqrt)

X+y-Inz=0
U
e Preferir los sistemas lineales X+ty-u=0

expu-z=10

XjL‘FyiV:FZi

U
L+ vi=1;
L->1=0,etc.

eReforzar los limites fisicos de las variables

X

(x)

e.g. b
0

Uq ®
IACTA
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EJEMPLO OPTIMIZACION REACTOR BATCH

Se lleva a cabo una reaccion en serie en fase liquida

ki k2
A—->B—->C

en un reactor por lotes de 500 dm®. La concentracién
inicial de A es de 1.6 mol/dm®. El producto deseado es By
la separacion del producto no deseado C es muy dificil y
costosa. Dado que la reaccidon se efectua a una
temperatura relativamente alta, la reaccién se puede
extinguir facilmente.

Costo del reactivo A puro: $10/ mol A
Precio de venta de B puro: $50 / mol B
Costo de separar A de B: $50 / mol de A
Costo de separar C de B: $30 [exp(0.5Cc)-1]
k1=0.4 h-1

k2 =0.01h-1 a100°C
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Se desea maximizar la ganancia

G = Ingreso — Costos

en donde Ingreso =50 CbV
max G = S0C,V — [10C 4,V +50C  V +30(e** -1)]

sijeta a las restricciones

CA = (‘Aﬂf_klr
CB — klc_d[l [E—klf _E—szl
ky —ky
— ket — ket
k 1 _k 2
Cp =C 4l1-225 1€

k?. _kl
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Z [ malfdm3 ]

Ca, Cb & Cc vs tiempo « 10% Ganancia vs tiempo
1.6 - T T T T ! T T T
il e e e Rl s Gafidneis > TR 2
maxima
19 .| el S R s, e i =
ATERRL [ B ___,_______._______._______L______,______J: ____________________ =
1 z : : : : : : :
Ral B & ¢ ¢ b %]
08 : e a a
B e pUne o g )
= +equlibrio ' '
0.6 = 1 : i :
o 2 R T S (ar e =
0.4 ! E 5
S B e Ll U S S by AR AU S s -
0.2h i i :
.d ] ] i ]
i = I i | I i i i i
1] 2 4 B 8 10 12 14 16 18 20

tliempo optimo: 11.1953 horas
ganancia: 27762.15 $/carga

primera derivada: 0.000364 $/(carga-h)

tiermpo [ h 1

segunda derivada: 143.136857%/(carga-h?)
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Solucionar este problemas usando:
* Solver de Excel

*Matlab

*GAMS

*Algoritmos Genéticos

e Analitico
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